TP 10 option informatique - MP* - Logique - Correction

Exercice 1. Théoreme de complétude
Question 1 — On fixe la formule logique A et on montre le résultat par récurrence sur n € N.

Initialisation. Pour n = 0, on remarque que :
VWo=9 |Do| =1 VueD,:T,=a.
Soit p le seul élément de Dy. Si on suppose I', = A, on a directement & = A, c’est a dire - A.

Hérédité. On suppose la propriété vraie au rang n € N et on la montre au rang n + 1. Supposons I';, - A
pour tout pu € Dy 41. Par I'hypothese de récurrence, il nous suffit de montrer I', = A pour tout € D,.
Soit p € Dy,. On note g € Dypyq et pu1 € Dyt les distributions de vérités définies par :

{Mo(%u) =0 {Hl(vn+1) =1
Vi € [1,n] : po(vi) = p(vi) Vi€ [1,n] : pa(vi) = p(vs)

Par hypothese, il existe un arbre de preuve Ay pour le séquent I';,, = A et un arbre de preuve A; pour le
séquent I';,, = A. De plus, on a :

Lpo =Tp U {041} Ly =T U{vpga}
Construisons un arbre de preuve pour le séquent I', = A :
./41 .Ao
FpopprFA Ty, v FA o
r,rA

Ainsi, pour tout p € Dy, le séquent I', = A est prouvable. Par hypothese de récurrence, le séquent - A est
donc prouvable.

Question 2 — On remarque que :
e Si |F| =1, alors FF =1 ou F = v avec v une variable propositionnelle.
e Si|F|>1,alors F=-FiouF=F AF,ouF =F VF,ouF =F, — F, avec F} et F des formules
logiques telles que |F1| < |F| et |Fa| < |F.
Soit n € N et k € N*. Supposons la propriété vraie pour toute formule F”’ telle que |F’| < k et montrons la
pour une formule F telle que |F| = k.

* Si F = 1, alors pour tout € Dy, on a E,(F) =0 et donc I', = —F est bien prouvable :

— aX
T, FrL
T, F-F

)

% On suppose que F' = v avec v une variable propositionnelle. Pour tout x4 € D, par définition de I';, :

{ Si E,(v) =0, alors v € I, donc I'), - =F est prouvable en appliquant la regle de I'axiome.

Si E,(v) =1, alors v € I'y, donc I', F F est prouvable en appliquant la régle de I'axiome.

% On suppose que F' = —F; et que E,(F) = 0 (resp. E,(F) = 1). Alors, par définition de E,, on a
E,(Fy) =1 (resp. E,(F1) = 0). Par 'hypothese de récurrence, il existe un arbre de preuve A pour I, - F;
(resp. '), = —F1). Construisons un arbre de preuve pour I'), - —=—=F; (resp. 'y, F =F}) :

_ A
I
——  aff — aX A
T,-F - F T, —F - —F A
H H
—e T, F-F
Tp—Fi L
T, F-—F



% On suppose que F' = Fy A Fy et que E,(F) = 0. Alors, par définition de E,, on a E,(F;) = 0 ou
E,(F3) = 0. On traite le cas ou E,(F1) = 0 (Pautre cas est symétrique). Par I'hypothese de récurrence, il
existe un arbre de preuve A pour I', - —F;. Construisons un arbre de preuve pour I'), = =(Fy A F3) :

A
ax _—
Fu,Fl/\Fgl—Fl/\FQ p Ful—ﬁFl
A\ a
Ly, FiANF By C TR ARE-R

e

F;uFl ANFy = L
FH = —|(F1 A FQ)
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% On suppose que F' = Fi A Fy et que E,(F) = 1. Alors, par définition de E,, on a E,(F) = 1 et
E,(F;) = 1. Par I'hypothese de récurrence, il existe un arbre de preuve A; pour I', = Fy et un arbre de
preuve Ay pour I', = F. Construisons un arbre de preuve pour I';, = Fy A F :

Ay Ay
I,FFR T,FF
T,k FiAF '

% On suppose que F' = Fy V Fy et que E,(F) = 0. Alors, par définition de E,, on a E,(F;) = 0 et
E,(F;) = 0. Par I'hypothese de récurrence, il existe un arbre de preuve A; pour I'), = —F} et un arbre de
preuve Ay pour I'), - —F5. Construisons un arbre de preuve pour I', = =(Fy V F) :

Ay
T, F-F
T, FLV Py - -F o
Arbre similaire] Ty, 1V By, FyF By T Fy N By, Fy - —Fp
T, FiVF,FREL T, FVF,FFL ¢ T,RAVERFRVE ix
T, FiVE L ‘

PM [ —\(Fl V FQ)

i

% On suppose que F' = F; V Fy et que E,(F) = 1. Alors, par définition de E,, on a E,(F1) = 1 ou
E,(F3) = 1. On traite le cas ot E,(F;) = 1 (autre cas est symétrique). Par I'hypothese de récurrence, il
existe un arbre de preuve A pour I', = Fy. Construisons un arbre de preuve pour I'), = Fy V F; :

A
LER
Ful—Fl\/FQ !

% On suppose que F' = F; — Fy et que E,(F) = 0. Alors, par définition de E,, on a E,(F;) = 1 et
E,(F;) = 0. Par 'hypothese de récurrence, il existe un arbre de preuve A; pour I', = Fy et un arbre de
preuve Ay pour I', = —Fy. Construisons un arbre de preuve pour I'y, b =(F; — F») :

Ar
L, FF Az
aﬁ ax _—
F#,F1—>F2|—F1 FH,F1—>F2|—F1—>F2 F#I——\FQ F
— a.
T, Fi — Fy - F T, F = Py R

e

FuyFl — F2 F L
F“ [ —|(F1 — Fg)

— .

% On suppose que F' = F — Fy et que E,(F) = 1. Alors, par définition de E,, on a E,(F;) = 0 ou
E,(F3) = 1. Par I'hypothese de récurrence, il existe un arbre de preuve A; pour I';, = —F} ou bien un arbre
de preuve Ay pour I', = F5. Dans les deux cas, construisons un arbre de preuve pour I', = F1 — F5 :



Ay
T, F—F

— aff
T, F+F-F A
aff ax Ly bR
FM,Fl,—'Fgl——\Fl FM,Fl,—'FQI_.Fl ——— &
e FuaFl |_F2
Ly, Fy,—Fy - L _—
1. FMI_F1—>FQ
T, FibF
Fu FF —

Question 3 — Soit F' une tautologie et n € N un entier tel que toutes les variables propositionnelles de F'
appartiennent a V. Pour tout pu € D, si on note y/ : V' — {0,1} une distribution de vérité dont p est la
restriction a Vj,, alors E,(F') = E,/(F) = 1. D’apres la question 2| : ', = F. D’apres la question (I} - F' est
prouvable.

Question 4 — On le montre par récurrence sur k.

Initialisation. Pour k& = 1, on suppose disposer d’un arbre de preuve A pour I' - Ay et d’un arbre de preuve
B pour I'y) A1 H A. Montrons I' - A :

B
AiHA

A s 411 s
FI—Al FI—A1—>A

[

r-A

Hérédité. Soit k > 1 tel que V., est admissible. Montrons que V, 41 est admissible. On suppose disposer
d’un arbre de preuve A pour I' - Disj(Ay,..., Ak11) et de k + 1 arbres de preuves B; pour I'; 4; = A ou
i € [1,k + 1]. Montrons que I' - A est prouvable :

A C Bj+1
Tk Disj(AL, ..., AV Aps TiFA T, Ap FA
HA ‘
ouT'y =T U{Disj(A1,...,Ax)} et C arbre :
By B,
roAa-A A, A
ax —— aff ——— aff
Iy + Disj(As, ..., Ax) r,AFA ... I, ALRA Vo
kA '

Question 5 — Supposons F' valide dans T et posons 7" = TU{=F}. Comme F est valide dans T, la théorie
T’ n’admet pas de modele. Par le théoréme de compacité, il existe IV C T” fini tel que I n’admet pas de
modele. Notons Aq, ..., A les éléments de I".

Comme I" n’admet pas de modeéle, pour toute distribution de vérité pu, il existe i € [1,k] tel que
E,(A;) = 0. Ainsi, par définition de E,, :

E, (Disj(~Ay, ..., ~Ay)) =1

En d’autres termes la formule Disj(—Aj,...,Ay) est une tautologie. Par la question [3] il existe un arbre
de preuve A pour F Disj(—Aq, ..., Ag).

Soit ' =TV \ {—=F} (si =F ¢ I" alors I' = I"). Construisons maintenant un arbre de preuve pour I' - F’
ce qui conclura la démonstration :

A
F Disj(—Aq,...,—Ag) o Ay Ay
Fl—DiSj(—\Al,...,—\Ak) F,—\All—F F,ﬂAk}—F

V
I+ F ek

3



Il reste a construire les arbres A;. Si A; = —F, alors I’arbre suivant convient :

—— aX —— aX
Ty F-F Ty F——F

T - L € avec I't = TU{——F,~F}.
[ ——FFF

Sinon A; # —F, donc A; € I' et ’arbre suivant convient :

Cc

ax —————— ax
Iy A; Iy F—A4;
Ty L e avec I'y = T'U {—A4;, - F}.

T,-A; - F

Cc

Question 6 — On le montre par double implication.

(=) Supposons T'F L. Le théoréme de correction sitpule que L est valide dans T', c’est a dire que pour
tout pe D :

Si p est un modele de T', alors E,(L) = 1.
Or E,(L) = 0 par définition de E,. Ainsi, T' n’admet pas de modele.

<) On montre la contraposée. Si T' ¥ L, alors d’apres le théoreme de complétude, | n’est pas valide dans
T. Par définition de “valide” :

Il existe un modele p de T tel que E, (L) =0

En particulier, T' admet un modéle.

Question 7 — Montrons que 7' =V convient. Pour cela on utilise les question [2] et [6] :

— Soit p la distribution de vérité telle que pu(v) = 1 pour tout V. On remarque que p est un modele de
T, donc T ¥ L par la question [0]

— Soit F' une formule logique et n € N un entier tel que toutes les variables propositionnelles de F' sont
dans V;,. Soit p la distribution de vérité telle que p(v) = 1 pour tout v € V;,, alors E,(F) € {0,1}. Par
la question [2} on a I'y, = F ou I';, = —F. Puisque I', C T', on obtient T'F F ou T'+~ —F'.

Exercice 2. Théoréme de compacité

Question 1 — On suppose par 'absurde que T'U {v} et T'U {—v} ne sont pas FS. Par définition, il existe
' C TU{v} et 'y C TU{-w} des ensembles finis n’admettant pas de modele. Comme T est FS, on a
v €TI'1 et —v €'y. On pose :

=T\ {v}CcT et b=Ty\{w}CT

Soit 1 un modele de I'} UTY%. Si u(v) = 0, alors p est un modele de Iy UTH U {—wv} et donc un modele de T'y.
Sinon, pu(v) = 1 et donc p est un modele de I';. Dans les deux cas, on a une contradiction avec ’hypothese
de départ.

Question 2 — On définit une suite de théories (T )ren par récurrence sur k. On pose Ty = T' et pour tout
k>0:
Ty U{vk} si Ty, U{vg} est FS
S T}, U {—wvy} sinon
D’apres la question précédente, T) est F'S pour tout k. On pose :
T = | T
keN

Il est clair que T' C T” et que pour toute variable v € V, on a v € T’ ou —w € T". 1l reste & montrer que
T' est FS. Soit I' C 7" fini. Comme I est fini et que Ty C 171 C 1> C ..., il existe ky € N tel que I' C Ty,.
Puisque Ty, est FS, il existe un modele de T'.



Question 3 — On définit 7" la théorie de la question précédente. Remarquons que si v € T, alors —v ¢ T".
En effet, dans le cas contraire, on aurait {v,—w} C T”, ce qui contredit le fait que 7" est FS en prenant
I' = {v, ~w}.

Soit p la distribution de vérité définie par :
lsiveT

VvEV:,u(v)—{OSi_‘veT,

Montrons que p est un modele de T'. Soit F' € T et k € N tel que toutes les variables de F' appartiennent a
{v1,...,vx}. Pour tout i € [1, k], on pose :

visiv;eT’
b= ) y
—v; si—w; €T

Alors T = {F,{1,ly,...,0;} C T’ est fini et admet donc un modele /. A cause de la présence des £, p et '
coincident sur vy, ..., vg. Ainsi :

Exercice 3. Admissibilité de la regle d’affaiblissement

Supposons qu’il existe un arbre de preuve A pour le séquent I' - A et construisons un arbre de preuve
pour I', B+ A. On le montre par récurrence sur la hauteur de A.

Initialisation. Si A est de hauteur 0, alors A est de la forme :

ax

r-A
Ce qui signifie que A € I'. Comme A € I'U{B} :

I,BFA ax est un arbre de preuve pour I', B - A.

Hérédité. Sinon, A est de la forme :

B Ba B
'+A ToFAy - T,FA,
TFA '
avec r la regle utilisée a la racine de A et By, ..., B,, des arbres de preuve. Pour tout ¢ € [1,n], 'hypothese

de récurrence assure l’existence d’un arbre de preuve C; pour le séquent I', B - A;. Voici un arbre de preuve
A" pour T,BF A :

Ci Co Cn
IyBFA, T, BFA, --- T, BFA,
,
T.BF A

Pour écrire ce qui précede, on a vérifié exhaustivement pour les 11 regles de la logique classique (sauf
Paffaiblissement et l’axiome) que si r est appliquée correctement a la racine de A, alors r est appliquée
correctement a la racine de A’.



Exercice 4. Arbres de décision (concours X/ENS 1999)

Question 1 — Pour 7y :

bo

/ N\
T 1

Pour —mq :

b

/ N\
LT

Pour 7y A =71, = A 7o et —(mp = 71), on obtient trois fois le méme arbre :
bo
/ N\
/bl\ 1
1 T

Question 2 —

Idée. Dans un arbre de décision différent de T, il y a au moins un L. En effet, il suffit de considérer un
nceud interne de profondeur maximale, alors d’apres la condition (C 2.1), 'un des fils est T et l'autre est
1. On considere alors un chemin de la racine vers 'une des feuilles étiquetée par L. Lorsqu’on rencontre
un b; dans ce chemin, on pose b; = 1 si le chemin va dans le sous-arbre gauche, et b; = 0 sinon. D’apres
la condition (C 2.2), chaque b; est rencontré au plus une fois. Les b; qui ne se trouvent pas sur le chemin
peuvent prendre une valeur arbitraire. Soit g la fonction représentée par 'arbre A. Lorsque les b; prennent
les valeurs décrites ci-dessus, on a g(by,...,b,—1) = 0 et donc g n’est pas constante égale a 1.

Preuve formelle. Montrons par récurrence forte décroissante finie sur ¢ € [0,n — 1] que pour tout arbre
A dont la racine est étiquetée par b;, il existe b;, bj+1,...,b,—1 € B tels que pour tout by, ..., b;—1 € B :

g(bo, - bu_1) =0

ou g : B — B est la fonction booléenne représentée par A. Dans la suite, on note v et f les sous-arbres
gauche et droit de A, ainsi que g, ¢’ et ¢” les fonctions représentées par A, v et f.

Soit 7 € [0,n — 1]. On suppose la proposition vraie pour tout rang j > i et on la montre au rang i.

e Siv = 1, alors on pose b; = 1 et bj11 = bj1oa = ... = b1 = 0 (en fait ces booléens peuvent étre
quelconques). On a alors :

g(bo, ceey bn—l) = test(m, g', g”)(bo, ey bn—l) = g/(bo, ceey bn—l) =0

e Si f =1, on procéde comme dans le cas précédente en posant b; = 0.

e Siv# Letv#T,soit j € [i+1,n—1] tel que la racine de v est étiquetée par b;. D’apres I’hypothese
de récurrence, il existe bj,...,b,_1 tels que pour tout by, ...,b;—1, on a ¢'(by,...,b,—1) = 0. On pose
alors by =1 et bj;1 = ... =bj_1 = 0 (en fait ces booléens peuvent étre quelconques). Alors pour tout
bo, ey bz‘_l, on a bien g(bo, ceey bn—l) = g/(bo, cee 7bn—1) =0.

e Sinon v =T et f # L. D’apres la condition (C 2.1), on a aussi f # T. On procéde comme dans le cas
précédent en posant b; = 0.

En conclusion, il n’existe pas d’arbre de hauteur h > 1 représentant la fonction constante égale a 1.
L’arbre réduit a la feuille | ne représente pas non plus la fonction constante égale a 1 d’ou la proposition.



Question 3 — On remarque que 1’égalité g;. o = gi«1 est équivalente & dire que la fonction g ne dépend
pas de la variable b;. En effet, si g;« o = gi«1 alors pour tout bg,...,b;i—1,bi41,...,bp—1 :

g(bo, ey bifl, 0, bi+1, ceey bnfl) = gigg(bo, ceey bl;l,(), bi+1, ey bnfl)
= gic1(boy - - bi—1,0,bi41,...,bp—1)
= g(bo, .. .,bifl, 1,bi+1, e ,bnfl)

En d’autres termes, pour tout bg,...,b,_1 et tout z € B :
g(bo, ey bi—h bi, bi+17 . 7bn—1) = g(bo, ey bi_l,.%', bi—l—h ey bn—1)~

Dans cette question, pour i € [0,7n] on note G; I'ensemble des fonctions g : B” — B qui ne dépendent
d’aucune variable b; avec j < . Il nous suffit donc de montrer que toutes les fonctions de G sont représen-
tables par un arbre de décision. Montrons par récurrence décroissante sur ¢ que toutes les fonctions de Gj;
sont représentables par un arbre de décision ne contenant pas les variables by, ..., b;_1.

Initialisation. Si ¢ = n alors une fonction g € G, ne dépend d’aucune des variables b;. En d’autres termes,
la fonction g est constante. Si elle est constante égale a 1, elle est représentable par ’arbre T, sinon elle est
constante égale a 0 donc elle est représentable par ’arbre L. Dans les deux cas, g est représentable par un
arbre de décision ne contenant pas les variables bg, ..., b,_1.

Hérédité. Soit i € [0, — 1]. On suppose la propriété vraie au rang ¢ + 1 et on la montre au rang i. Pour
tout g € G :

— Si gi«0 = gi1 alors la fonction g ne dépend pas de la variable b; et donc g € G;41. D’apres 'hypothese
de récurrence, g est représentable par un arbre de décision ne contenant pas les variables by, ..., b;.
Ainsi, g est représentable par un arbre de décision ne contenant pas les variables bg,...,b;_1.

— Sinon, les fonctions g;« o et g;«1 ne dépendent pas de la variable b; donc g;c o, gic1 € Git1. D’apres
I’hypothese de récurrence, g;. ¢ est représentable par un arbre de décision f et g;.1 est représentable
par un arbre de décision v. On a g0 # gic1 donc v # f et f et v ne contiennent pas les va-
riables b, . .., b;. Ainsi, 'arbre A = test, (v, f) est un arbre de décision ne contenant pas les variables
bo, cey bifl.

Il reste & montrer que A représente la fonction g. Par définition, I'arbre A représente la fonction
test(m;, gic1, gico)- Or, pour tout by, ..., b;—1,bi+1,...,bp_1 € B :

test(m,giel,gi%o)(bo, NN bi_l,O, bz‘+1, ‘e 7bn—1) = gieo(bo, e ;bi—h 0, bi+1, ey bn—l)
= g(bo, ceey b,-_l,O, bi+1, ey bn—l);

test(mi, gic1, §i0)(boy - - bi—1, L big1,y ooy bn—1) = gic1(boy -+ bic1, Lbig1, ooy bp—1)
= g(bo, ..., bi—1,1,bis1, .. bu_1).

Donc I'arbre A représente bien la fonction g.

Question 4.a — On a :

| g=(miNgio)V(miAgc1) et  —g=(-mA-gio)V(mA-gi) |

Justifions 'égalité g = (—m; A gico) V (7 A gic1). Soit b = (b, ..., bn—1) € B™ quelconques. Si b; = 0 alors :

(o7 A gic0) V (5 A gic1) | (0) = (=i(B) A gic0(B)) V (mi(B) A gic1(8))
= (LA gico(b)) V (0A gica1(b))
= gico(b)
= gico(boy---,0i—1,0,bi41,...,bp—1)
=g(bo,-..,bi—1,0,bi41,...,bp_1)
= 9(b).

De méme si b; = 1.
L’égalité =g = (—m; A =gio) V (mi A —gic1) se justifie de maniére similaire.



Question 4.b — Montrons que :

test(g,g',9") = test(mi, test(gic1, Gl 1, 9fr)s test(Gico, Ghe 0> Gheco) ).

Soit h : B"™ — B la fonction définie par 'égalité h = (g A ¢') V (=g A ¢"). Montrons que h = test(g,¢’,g").
Soit b € B™. Si g(b) =0 alors :

h(b) = (0 Ag' (b)) V (LA g"(b) = g"(b)
Sinon, g(b) = 1 donc :
h(b) = (LA (b)) V(0N (D) =g'(b)
En comparant avec la définition de test(g,g’, g”), on conclut que h = test(g, g, g"), c’est a dire :
test(g,9',9") = (g N g') vV (~g A g").
D’apres la question précédente :
gNhg = [(ﬁm A Gico) V (i A 9¢<—1)} A [(ﬁﬂz‘ A Gico) V (i A 9§<—1)}
= (=7 A gio A Gio) V (Wi A Gic1 A G
et :
~gNg' = {(ﬁm A =gic0) V (T A ﬂgz«—l)} A [(ﬁm A Gieo) V (i A 922_1)}
= (77 A gico A Gio) V (T A 2gic1 A giler)
Finalement :

test(9,9',9") = (=i A gico A Gio) V (Wi A Gice1 A Gi1)
V (=7 A Gico A Gieo) V(T A —gic1 A i)

= {771' A ((giel A Gica) V (2gic1 A 922—1))}
V[ A (950 A glio) V (~gicco A o) )|
= {m Atest(gic, i1 gélel)} v [_‘ﬂ'i A test(gio, i o leeo)}

::teSt(ﬂiatBSt(ngl7QA—17gﬁ—1)ateSt(QRanQ%—Oagg—0>)
Question 5 —
H let abd_proj i = Test(i, Bool true, Bool false);;

Question 6.a —

let rec abd_neg = function
| Bool b -> Bool (not b)
| Test (i, v, f) -> Test (i, abd_neg v, abd_neg f);;



Question 6.b — Tout d’abord, la fonction abd_neg est injective. Pour le prouver, on utilise une récurrence
forte sur la hauteur d’un arbre a pour montrer que pour tout arbre b, si (abd_neg a) est égal a (abd_neg
b) alors a et b sont égaux.
Ensuite, par une récurrence forte sur la hauteur de ’arbre a, on montre que a et (abd_neg a) contiennent
les mémes variables.
Finalement, on peut montrer la proposition par disjonction de cas. On note a l’arbre en entrée et o
I’arbre en sortie :
e Si a est réduit a une feuille alors a’ est un arbre réduit & une feuille. Donc @’ est un arbre de décision
bien formé.
e Sinon a = testy, (v, f) avec v et f des arbres vérifiant les conditions (C 2.1) et (C 2.2). On note v’
et f’ les arbres renvoyés par la fonction abd_neg lorsqu’elle est appliquée aux arbres v et f. On a
a’ = testy, (V', f'). D’apres ce qui précede :
- Puisque v # f, on a v’ # f" donc la condition (C 2.1) est respectée pour a’.
- Les arbres v et v/ contiennent les mémes variables ainsi que f et f’. Donc la condition (C 2.2) est
respectée pour a'.

Finalement a’ est un arbre de décision bien formé.

Question 6.c — On note a; 'arbre en entrée de la fonction abd_neg et as l'arbre en sortie. On note
également g1 et go les fonctions représentées par les arbres a; et as. Montrons par récurrence forte sur la
hauteur h de a; que go = —g; :

e Si h =0 alors I’arbre a; est réduit a une feuille. Si a1 vaut L alors as vaut T. Ainsi, ¢ est la fonction
constante égale & 0 et g2 est la fonction constante égale a 1. On obtient bien 1’égalité go = —g;. Idem
si ap vaut T.

e Soit h € N*. On suppose que abd_neg est correcte pour tout arbre dont la hauteur est strictement
inférieure & h et on le montre pour un arbre de hauteur hA. Un arbre a; de hauteur h > 1 est de la
forme a; = testy,(v1, f1) avec v1 et fi des arbres de hauteur strictement inférieure & h. On note v
et fa les arbres renvoyés par la fonction abd_neg lorsqu’elle est appliquée aux arbres v; et fi. On a
as = testy, (v, f2). On note g1, gy, g5 et g4 les fonctions représentées par les arbres vy, fi1, v et fo.
D’apres ’hypothese de récurrence :

gy =gy et 95 = g1
On a donc :

go = test(m;, gh, gh) = test(m;, ~gy, ~gy) = —test(m;, g1, 9]) = ~g1
Question 7 —

let rec abd_egal al a2 = match al, a2 with
| Bool true, Bool true -> true
| Bool false, Bool false -> true
| Test(il, v1, f1), Test(i2, v2, f2) ->
il = i2 && abd_egal v1 v2 && abd_egal f1 f2
| _ -> false;;

Question 8 —

let rec abd_partiel i0 b0 = function
| Test(i, v, f) when i0 = i -> if b0 then v else f
| Test(i, v, f) when i0O > i ->
let vl = abd_partiel i0 b0 v in
let £1 = abd_partiel i0 b0 f in
if abd_egal v1 f1 then vl else Test(i, vi, f1)
| a -> aj;;




Question 9 —

(* On utilise la question 4.b avec i le plus petit indice d'une
variable qui apparait dans les arbres c, v et f. *)
let var_racine = function
| Test(i, _, _) —> i
| Bool _ —> max_int;;
let var_min ¢ v f = min (var_racine c¢) (min (var_racine v) (var_racine f));;
let rec abd_test ¢ v f = match ¢ with
| Bool true -> v
| Bool false —> f
|

->
let i = var_min ¢ v f in
let v_res =
let fct = abd_partiel i true in

abd_test (fct c) (fct v) (fct £f) in
let f_res =
let fct = abd_partiel i false in
abd_test (fct c) (fct v) (fct f) in
if abd_egal v_res f_res then v_res else Test(i, v_res, f_res);;

Question 10 —

let abd et al a2 = abd_test al a2 (Bool false);;
let abd_ou al a2 = abd_test al (Bool true) a2;;
let abd_implique al a2 = abd_test al a2 (Bool true);;
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