TD 10 d’option informatique - MP* - Automates finis - Correction

Exercice 1. Distributeur automatique

L’ensemble des états sera Q = [0;6]. Apres lecture d’'un mot u € ¥*, Pautomate sera :
e Dans un état s € [0;5] si la somme des lettres de u est égale a s.

e Dans I’état 6 si la somme de lettres de u est supérieure ou égale a 6.

Exercice 2. Construction d’automates déterministes

Question 1 — L’automate possede deux états : Q@ = {0,1}. Apres lecture d’'un mot u, 'automate est dans
Iétat r € Q ou r est le reste dans la division euclidienne de |u| par 2.

Question 2 — L’automate possede trois états : Q = {qo,q1,¢2}. Apres lecture d'un mot u, 'automate est
dans I’état :

e o lorsque u ne contient pas de a.
q q p
e ¢ lorsque u contient exactement un a.

® (o lorsque u contient au moins deux a.

b b ab
@@

Question 3 — L’automate posséde deux états : @ = {0,1}. L’état r € @ signifie que le mot lu u vérifie

r = |ul, mod 2.
b b
(@)=~

Question 4 — L’automate posseéde 6 états : Q = Z/27Z x Z/37Z. L’état (r1,12) € @Q signifie que le mot lu u
vérifie :

r1 = |u|lg mod 2 re = |ulp mod 3




Question 5 —

Question 6 — On remarque que si v posséde au moins un a et un b, alors u - v appartient & L pour tout
v € ¥, Aprés lecture d'un mot u, 'automate sera dans 1'état :
e ¢ lorsque u contient au moins un a est un b et n’appartient pas a L (c’est a dire qu'il est de la forme
{a}Tb ou {b}*"a).
e (- lorsque u contient au moins un a, un b et appartient a L.

e Les autres états indiquent le nombre de a et de b dans u.

Remarque. On pourrait également obtenir cet automate en déterminisant 'automate non déterministe :
a.b

()
U
ab

Exercice 3.

Soit L = {¢,a}. Ce langage est reconnu par l'automate fini déterministe suivant :

@@

Supposons par I’absurde que L soit reconnu par un automate fini déterministe A avec un seul état acceptant.
Comme A accepte le mot €, 1’état initial gy est acceptant (c’est donc le seul). Comme A accepte également
le mot a, alors A contient une transition de gg vers lui-méme étiquetée par a. Mais alors, A accepte tous les
mots de {a}*, ce qui constitue une contradiction.



Exercice 4. Emondage

Les états accessibles sont 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,11 et les états co-accessibles sont 0,1,2,3,5,6,7,10,11.
Il suffit donc de recopier 'automate en ne gardant que les états 0,1,2,3,5,6,7,11 :

Exercice 5. Automates non déterministes

Question 1.a — On construit un automate avec cing états Q = {1,2,3,4,5}. Apres lecture du mot u € X*,
I’ensemble des états possibles A*(1,u) vérifie :

1 e A*(I,u) & u € {e} 2€ A*(I,u) & u e {¢b} 3e A*(I,u) & u e {eb,ba}
4e€ A*(I,u) & u € {eb,ba,bab} 5 e A*(I,u) < u € {e,b, ba, bab, baba}

| i
b a ba

Question 1.b — Construisons les transitions de 'automate des parties :

a b
{1727374)5} {3’5} {274} b b

}3,5{ — {4} T~ T
2,4 3,5
IR O @0 0@

{5}

Question 2.a — L’automate possede trois états : Q = {qo,q1,q2}. Apres lecture du mot u € ¥*, ’ensemble
des états possibles A*(I,u) vérifie :

q € A*(I,u) & u € {e} q € A*(I,u) & u e {a}{a,b}" @2 € A*(I,u) < u € {a}{a,b} {a}

ab

(o))

Question 2.b — Construisons les transitions de 'automate des parties :

a b b a

{0} {a}
{an} | {a, @} | {a} e a e

{av, @2} | {a1, @2} | {1}




Question 3 —

{1} {23}
{23} | {4 | {4}
{4} {1,4}
{1,4} | {2,3} | {1,4}

{1} {1} | {1,2}
{12} | {13} ] {1,2,3}
(1,3} [{1,3} | {1,2,3}

{1,2,3} [{1,3} [ {1,2,3}

a b

{1.2} | {2,3} | {2}
{2,3} | {1,3} | {1,2}
{2} | {3
{1,3} | {1,2} | {1,2}
{3 | {1} {12}
{1y | {2 | {2}

Exercice 6. Langage singleton

Question 1 — Comme Z(A) # &, on peut considérer u = ujusg...u, un mot de longueur minimale
parmi les éléments de .Z(A). Supposons par l'absurde que n > card(Q). Comme u € Z(A), il existe un
chemin étiqueté par u entre un état initial go € I et un état final ¢ € F. Ce chemin passe au moins par
n+ 1 > card(Q) + 1 états, dont au moins deux sont égaux. Ainsi, il existe un état ¢ € @ et deux entiers
(i,7) € [0,n]* avec i < j tels que dans A :

qo 2 g, g — q, q 2t

Soit w' = uy ... ujuj41 ... uy, alors d’aprés ce qui précede, go s g1 et donc o € Z(A) ce qui contredit
la minimalité de u.

Question 2.a — Soit u = u;j ... u, € ¥". On définit 'automate fini déterministe A = (Q, qo, F',d) ou :
et pour tout ¢ € [0,n] et tout a € ¥ :

5(i,a) t+1sit<neta=uy
7’7 a = ’ . .
n’est pas défini sinon

Par exemple, pour u = abba, on obtient :

abba

Le seul chemin dans cet automate de 1’état initial 0 a ’état final n est étiqueté par w. D’oti le résultat.

Question 2.b — Il suffit d’appliquer la question || au langage {u}.



Exercice 7. Ecriture binaire

Question 1 —

* Pour As. u € Ay si et seulement si ©w = € ou la derniére lettre de u est un 0. On construit un automate
avec deux états; apres lecture d’'un mot u, 'automate sera :

e Dans 'état (e,0) si u = € ou la derniére lettre de u est 0.

e Dans 'état 1 sinon — c¢’est a dire si la derniere lettre de u est 1.

==
SN

0 1

* Pour Bs. u € By si et seulement si u = € ou commence par O :

)

* Pour A4. u € Ay si et seulement si u € {¢,0} ou si ses deux dernieres lettres sont 00. On construit un
automate avec trois états; apres lecture d’'un mot u, 'automate sera :

e Dans l'état 1 si sa derniere lettre est 1.
e Dans 'état 10 si ses deux derniéres lettres sont 10.

e Dans ’état 00 sinon — c’est & dire si u € {¢,0} ou si ses deux dernieres lettres sont 00.

1

O
1

0

*  Pour By. u € By si et seulement si u € {¢,0} ou si ses deux premiéres lettres sont 00.

)

)
—

* Pour As. L’ensemble des états sera @ = {0, 1,2} ; apres lecture d’'un mot u, 'automate sera dans ’état
r € @ si et seulement si r est le reste dans la division euclidienne de by (u) par 3.

Q===
S

* Pour B3. On remarque que 2" =1 mod 3 si n est pair et 2" = 2 mod 3 si n est impair. On construit
un automate avec 6 états Q = {0,1,2} x {1,2}. Apres lecture d'un mot u € ¥ T, Pautomate sera dans I’état
(o, ) € Q ou :

— « € {0,1,2} est le reste dans la division euclidienne de u par 3.

— € {1,2} est le reste dans la division euclidienne de 2/*! par 3.

O



Remarque. En réalité : A3 = Bs. En effet, si u = uq ... u,, alors :

by (u) u;(—1)""" mod 3

s
I
—

Il

u;(—1)"*" mod 3

Il
NE

1
—1)""by(u) mod 3

P

Question 2 — Soit k£ € N*. On définit A = (Q, qo, F', §) Pautomate fini déterministe ou :

Q=7Z/kZ q0 =0 F = {0}.
et ou la fonction § est définie par :
o(r,0) =2
wrezz. OO =2
o(r,1)=2r+1

* Montrons par récurrence sur |u| que :
Yu € ¥ :0%(qo,u) = by(u) mod k

Si |u| = 0, alors u = ¢, donc :

6" (qo,u) = qo =0 bi(u) =0
Soit n € N. On suppose la propriété vraie pour u € X" et on la montre pour -0 et w - 1.
6" (g0, u0) = 6(6" (g0, u), 0) 6% (qo, ul) = 6(6"(qo, u), 1)
= §(b1(u) mod k,0) =d(b1(u) mod k,1)
=2b1(u) mod k =2bj(u)+1 modk
=0bi1(u-0) mod k =0bi(u-1) mod k

* En conclusion :
u€ ZL(A) < 5 (qo,u) =0
< bi(u) =0 mod k
S u € Ag

Question 3 — Soit £ € N*. On définit A = (Q, qo, F',0) Pautomate déterministe ou :

Q = (2/k7)? 20 =(0,1) F = {0} x Z/kZ
et ou la fonction § est définie par :
5((28),0) = (a,28)

Y(a, B) € (Z/KZ)?
5((er,8),1) = (a+ 53,28)

*  Montrons par récurrence sur |u| que :
Vu € ¥*: 0%(qo,u) = (bg(u) mod k, 2" mod k:)

Si Ju| = 0, alors u = €, donc :

5 (qo,u) = qo = (0,1) (ba(w) mod k,21" mod k) = (0,1)
Soit n € N. On suppose la propriété vraie pour u € 3™ et on la montre pour v -0 et u - 1.
6" (qo, u0) = 6(6%(q0, u),0) 0" (qo,ul) = 6(6%(qo, u), 1)
= 5((b2(u) mod k, 2"l mod k), 0) = (5((b2(u) mod k, 2"/ mod k), 1)
= (ba(u) mod k,2"*1 mod k) = (by(u) + 2 mod k, 2+ mod k)
= (bo(u-0) mod k, 2+ mod k) = (by(u-1) mod k, 2" mod k)



*x  En conclusion :

ue L(A) < 0%(q,u) € F
< by(u) =0 mod k
Su € A

Exercice 8. Facteurs, sous-mots et préfixes

Question 1 — L’automate possede quatre états :
e (o lorsque a n’est pas un sous-mot du mot lu.
e g1 lorsque a est un sous-mot du mot lu, mais pas ab.
® ¢ lorsque ab est un sous-mot du mot lu, mais pas aba.

e @3 lorsque aba est un sous-mot du mot lu.

b

O O
aba

Question 2 — L’automate posséde quatre états :

>
S
o>

om

e (3 lorsque aba est un facteur du mot lu.
® (o lorsque aba n’est pas un facteur du mot lu, mais qu’il se termine par ab.
e ¢ lorsque aba n’est pas un facteur du mot lu, mais qu’il se termine par a.

e (o dans tous les autres cas.

b b

O 0
aba
b

Question 3 — A(abaca) est 'automate fini déterministe :

Q

Question 4 — Pour tout v € ¥*, on note suff(v) ’ensemble des suffixes de v.
Dans un premier temps, montrons par récurrence sur |v| que pour tout v € ¥*, le mot 6*(qo,v) est le
plus long mot de suff(v) N Q.

* Initialisation. Si |v| = 0, alors v = € et le seul élément de suff(v) N @ est e. Par définition de 6*, on a
5*(qo, €) = qo = € ce qui prouve le résultat.



* Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n € N. Soit v € X" et a € X. Par définition de §* :
0% (qo,va) = 6(6*(qo,v), a).
Soit wp le plus long mot de suff(v) N @, alors 'hypothese de récurrence stipule que :
0% (qo,va) = §(wo, a).

Par définition de §, le mot 6*(u,va) est donc le plus long mot de suff(wpa) N Q. Pour obtenir le résultat, il
suffit de montrer que :

suff(wpa) N Q = suff(va) N Q.

Comme wyg € suff(v), on a bien suff(wpa) C suff(va). Pour 'autre inclusion, soit ug € suff(va) N Q. Si
ug = €, alors ug € suff(wpa) N Q. Sinon, la derniére lettre de wy est un a et donc wy = wea avec wy € suff(v).
Comme @ = pref(u), on a w; € pref(u) et donc ws € pref(w;) C pref(u) = Q.

Ainsi, we € suff(v) N Q. Puisque wy est le plus long mot de suff(v) N Q, wa € suff(wp) et donc wy €
suff(wpa).

*x  Finalement, un mot v € ¥* est accepté par A(u) si et seulement si 6*(e,v) = u. D’apres ce qui précede,
c’est équivalent a dire que u est le plus long préfixe de v appartenant a Q.

‘A(u) reconnait le langage suff(u). ‘

Question 5 — On remarque que le mot v a pour facteur u si et seulement si il existe un préfixe de v dont u
est suffixe. Lorsque automate A(u) lit le mot v, il faut 'accepter si et seulement si I’état final est atteint a
un moment de l'exécution.

En conclusion, on reprend A(u) en changeant les transitions depuis 1’état final u : §(u,a) = u pour tout
a€ .
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