TP 7 option informatique - MP* - Arbres de preuve en logique propositionnelle
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Exercice 3. Admissibilité des regles pour la double négation

* Pour la reégle d’introduction, on suppose disposer d’un arbre de preuve A pour I' H A et on construit un
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Exercice 4. Distributivité
Question 1 —F AA(BVC) <« (ANB)V(ANC).
Ao As
Ay I'sA T9FBVC 4
I H(AAB)V(AAC) Iy AANBVCO)

%

CANBVC) = (AABV(AAC) | F(AABIV(AAC) = AN (BVO)
FAAN(BVC)« (ANB)V(ANC)

%

Flz{A/\(B\/C)}
Ty = {(AAB)V (AAC))

Ou Aj; est l’arbre :

ax ax
I',BFAA(BVC) I,CEAN(BVC)
N ax Ne ——— ax
. I'y,BFA Fl,BI—B/\ r,CrA Fl,C%C/\
X i i
IMFAAN(BVCO) Ad I'n,BFAAB Y I, CHAANC v
I +FBvVC ¢ I',BF(AAB)V(AAC) " I',CF(AAB)V(AACQ) v‘

e

Ty - (AAB)V(ANAC)

6



Ou A, est Parbre :

ax ax
I's, ANB-AAB I's, ANBEANC
ax NI NI

Lo (AAB)V(AAC) Iy, ANBFA ¢ F%AACFAV ¢
Ty A ‘

Ou Aj est 'arbre :

ax ax

FQ,A/\B"A/\B/\d FQ,A/\B"A/\C/\d

I's, ANB}+ B p Iy, ANCFC p

ax \/i Vi
IoF(AAB)V(ANC) I's, ANABFBVC F%AACFBVCV
IL-BVC ‘

Question 2 —F AV (BAC) < (AVB)A(AVCO).

Al A2
MEFAVB)A(AVO) N oAV (BAC)
FAV(BAC)—= (AVB)A(AVC) = F(AVB)A(AVC)— AV (BAC)
FAV(BAC)« (AVB)AN(AVCO)

%

i
ou :

Plz{A\/(B/\C)}
Ty = {(AV B) A (AV C)}

Ou A; est Parbre :

ax Similaire a

ax ', BACFBAC AY I’arbre de

I,AFA I'',BACFB ¢ preuve de

ax @ —V; \%

I1+AV(BAO) r,A-r AV B Fl,B/\CI—A\/Bv I''-AvVB
I'FAVB ‘ I FAVC
Iy (AVB)A(AVC) '

Ou As est I’arbre :
ax — aX
o (AVB)A(AVO) v I'y,AF A 9 As
Iy -AVB ¢ Ty, AFAV(BAC) ' I@B%AVBAC)V

To b AV (BAC)

Ou Ajz est larbre :

aXx aXx
I',,B,C+ B Iy, B,C+C
ax —  ax N
Iy, BE(AVB)A(AVC) Iy, B,AF A v 2, B,CHBAC
Iy,BFAVC © TIy,B,AFAV(BAC) ' F%RC%AVBAC)J
Ts, B AV (BAC) ‘

Exercice 5. Lois de De Morgan.
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Exercice 6. Circuits logiques

Question 1 — Le circuit suivant convient :
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Question 2.a — Voici le circuit Cy :
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Question 2.b — Les circuits C;, et Dy, représentent la fonction ’ fe o (b1y...,bk) = by A... Abg| En d’autres
termes, c’est le fonction fy, : B¥ — B définie pour tout b = (by,...,by) € B* par :
fr(d) =1 sib=(1,...,1),
fr(b) =0 sinon.

On le montre facilement par récurrence sur k.
Question 3 — On note N(C) le nombre de portes dans un circuit C et P(C) sa profondeur.

Question 3.a — On a :

N(C) =0
N(Crt1) =1+ N(Cy) pour k > 1

Donc’N(Ck):k—l‘.
On a:

P(C)=0
P(Cr+1) = max(1,1+ P(Cx)) pour k > 1

Donc ’P(Ck) =k—1 ‘




Question 3.b — On a :

N(D)) =0
{N(Dk) =14+ N(D.) + N(Dg—¢) pour k > 1 ou e = |k/2]

Par récurrence forte sur k, on obtient ‘N (Dx)=k—1 ‘
Ona:

P(Dy) =0
{P(Dk) =1+ max (P(D.), P(Ds—))  pour k> 1oie=[k/2]

Montrons par récurrence forte sur k > 1 que ‘P(Dk) = [logy (k)] ‘ :

e L’égalité est vraie pour k = 1.
e Soit k > 2 et e = |k/2]. On suppose la propriété vraie pour tout ¢ < k.
- Si k est pair alors |k/2| = k/2 € N donc :

P(Dy) = 1+ max (logy(k/2)]. [logy(k/2)]) = [log, (k)]

- Si k est impair alors |k/2| = (k—1)/2 € N donc :

P(Dy) = 1+ max ([mgQ (’“;1” : [bgg (’T)D = |1ogy (k +1) |

Soit £ = [logQ (k+ 1)} > 2 alors 2671 < k41 < 2¢. Puisque k est impair et £ > 2, on a k # 201,
donc 271 <k <2l et £ = [logQ (k:)w

Question 4 — On a |B¥| = 2F et |B"| = 2" donc le nombre de fonctions f : B¥ — B est .
Question 5.a — Si f est de poids 0 alors elle est identiquement nulle. Ainsi, pour tout (b1,...,b;), on a :
f(br, ..., bg) ==by A (b1 Ao Abg).

Le circuit suivant convient (D, est le circuit défini par 1’énoncé.) :

=
blL — J A S

by
Dy,

by,

Question 5.b — Si f est de poids 1 alors il existe un k-uplet (ay,...,ax) € B* tel que f(ay,...,a;) =1 et
f(b) =0 pour tout b # (ay,...,a). Ainsi, pour tout (by,...,b;), on a :

. bz‘ Siai:1
f(br,...;bg) =c1 Ao Ack. ol c; =

—b; sinon

Pour construire un circuit représentant f, on procede comme suit :

e Pour chaque entrée b;, on calcule le ¢; correspondant. Pour cela, il suffit d’appliquer une porte NON
lorsque a; = 0 et de ne pas appliquer de porte sinon.

e On applique le circuit Dy, aux ¢;.
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Question 5.c — Pour commencer, on construit un circuit & représentant la fonction f : (by,...,by) —
b1 V...V b Pour cela on proceéde comme pour la construction de Dy en remplagant les portes ET par des
portes OU.

On construit ensuite un circuit Gy avec k entrées et ¢ x k sorties, qui duplique ¢ fois chacune de ses
entrées. Pour construire ce circuit, il suffit d’utiliser des duplicateurs en série.

Soit f : B¥ — B une fonction de poids ¢ > 1. Il existe donc des k-uplets by, ..., b, tels que f(b1) = ... =
f(be) = 1 et f(b) = 0 pour tout b ¢ {by,...,bs}. Notez qu’ici chaque b; appartient a B¥. Pour tout j, on
note f; la fonction de poids 1 telle que fj(b;) = 1 et f;(b) = 0 pour tout b # b;. Pour tout b € B*, on a
alors :

f0) = fr(b) V...V fe(b).

Pour chaque j, on construit a I’aide de la question précédente un circuit F; pour calculer f;, puis on combine
les ¢ sorties obtenues a ’aide du circuit &,.

b —
b;— : Jf2
Qe b, —

br—

Fe

Question 6 — Il suffit de calculer chaque composante de la fonction indépendamment.

Soit f : B¥ — B™ une fonction quelconque. Pour tout i € [1,n], on note f; la fonction qui & tout b € B¥
associe la i®™¢ composante de f(b). On a donc f : b~ (f1(b),..., fu(b)).

Grace & la question précédente, on peut construire H; un circuit qui représente la fonction f; : B¥ — B.
11 suffit alors de juxtaposer les circuit Hi, ..., H, pour obtenir un circuit représentant la fonction f.

Question 7 — On a 2 = —1 (mod 3) donc :

k—1 k—1
A= Z a;2 = Z(—l)iai (mod 3)
i=0 =0

Question 8 — Calculons sg et s; en fonction de ag et aq :

ag | a1 | reste modulo 3 | sg | s1
0|0 0 010
110 1 110
01 2 0|1
1|1 0 0] 0




On a donc | sg = ag A —ay et s1 = —ag A aq | Le circuit M suivant convient :

a = A
ay A

50

|

S1

Question 9 — Calculons sy et s1 en fonction de ag, a1, by, by :

ao | a1 | by | b1 | reste modulo 3de A+ B | sp | 51
0O]0 (0|0 0 0] 0
11000 1 110
0111010 2 0|1
11|00 0 0] 0
0Ol0]11]0 1 110
110|110 2 0|1
0Ol 1]11]0 0 0] 0
1]11]11]0 1 110
0100711 2 0|1
11001 0 0] 0
010711 1 110
1|1 11]0]1 2 0|1
0|0 (111 0 0] 0
1101111 1 110
01|11 2 0] 1
111111 0 0] 0
On a donc :
S0 :(CLO A —aq A —bg A —|b1) V (—|CLU A a1 Abg A ﬂbl) V ((Io Aaj N byg A —|b1)\/
(—‘ao Aay A —bg A bl) V (CLO A —a1 Abg A bl)
s1 =(mag A ay A —bg A =by) V (ag A —ay Abg A=by) V (—ag A —ay A —by A by)V
(CLO A ay N —bg A bl) V (—\CLO ANay Nby A bl)
2ntl_1
Question 10 — Soit 7 > 1. Etant donné un nombre B = Z b,2%, on souhaite calculer le reste de B
k=0

modulo 3. On remarque que :

2" —1 2" —1
B (Z bk2k> + 2% (Z bk+2n2’€>
k=0 k=0
2" —1 2n—1
(Z bk2k> +(-1)*" (Z bk+2n2k) (mod 3)
k=0 k=0

2m—1 2n—1
(Z bk2k> + (Z bk+2”2k> (mod 3)
=0 k=0

Pour construire le circuit My 41 :
e On applique le circuit M,, sur les entrées (bg, ..., bon_1) pour obtenir deux sorties rg, ;.
e On applique le circuit M,, sur les entrées (bon, ..., bon+1_1) pour obtenir deux sorties 7(, 7].

e On applique le circuit £ aux entrées ro,r1,7(, 7] pour obtenir sp,s1 qui représentent le reste de B
modulo 3.
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bo
bl TO
M,
1
bQ”—] —5S0
b2n — g —3S1
bon 1 —— o
M,
T
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Question 11 — Pour n > 1, soit ¢, le nombre de portes dans le circuit M,,. On a :
Cnt1 = 2cn +a pour n > 1.
C’est une suite arithmético-géométrique :
cn=a(@" 1 —1)+ 2" e
On obtient I’équivalent quand n — +oo :

c1ta
2

Cp ~ 2m

avec ¢; = 6 le nombre de portes dans le circuit de la question
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