TD 7 d’option informatique - MP* - Automates finis - Correction

Exercice 1. Expressions régulieres

Question 1 — On remarque que .Z(e;) est 'ensemble de tous les mots sur I'alphabet ¥ = {a, b}. Ainsi :
ZL(e2) C ZLer)

Pour Pautre inclusion, montrons par récurrence sur |w| que si w € Z(e;) = ¥* alors w € Z(ez2). Soit
w € ¥* on suppose la propriété vraie pour tout w’ € ¥* tel que |w'| < |w|. On a deux cas :

— w ne contient pas de b, alors w € Z(a*) C Z(e2).

— w contient un b. En coupant w juste apres son premier b, on peut I’écrire comme une concaténation
w = w1 - wy avec wy € £ (a*b) et wy € ¥*. Par hypothese de récurrence, we € £ (e2) et donc :

we L(a'h)- L(es) = Z((a’h)*a”) C L(e2)
Question 2.a — On obtient :

b
Ly=2((b] ab)*(a|e)) e
. a .
Apres lecture d’'un mot u, 'automate est dans 1’état ¢ € {0,1} ot ¢ est le nombre de a a la fin de w.

Question 2.b — On obtient :

b b
Ly=2((b] aba)") vy O
Apres lecture d’'un mot u, 'automate est dans 1’état ¢ € {0,1} ot ¢ est le résidu modulo 2 de |ul,.

Question 2.c — A Daide des questions précédentes :

L=2(]ab)(al )| (b]ab'a)’)

Exercice 2.

Question 1 —



ona
e1 = (¢ | ab*)(e | ba*) = ¢ | ab* | ba* | abta*

Donc e; =€ | f ou f = ab* | ba* | abTa* qui ne contient pas le symbole &, ni e. On renomme les lettres de
f pour obtenir une expression réguliére linéaire :

I/ = a1bj | baad | asby a}

On construit alors un automate qui reconnait Z(f’), puis Z(e1) :

Pour e3.| Ona:

eo=cla@|ela|b)*al(ale) e
=clale|alb)a|@
=clala|b)a

Donc es = ¢ | f avec f = a(a | b)*a qui ne contient pas le symbole @, ni e. On renomme les lettres de f
pour obtenir une expression réguliere linéaire :

f =ai(az | b)*as

On construit alors un automate qui reconnait £ (f’), puis .Z(e2) :
as a

—O =@ —O—@)

Pour e3.| On remarque que eg ne contient pas le symbole @, ni €. On renomme les lettres de e pour
obtenir une expression réguliere linéaire :

f = (ajbib2a3)”

On construit un automate qui reconnait .Z(e) :




Question 2 — Pour chaque état g, notons L, le langage reconnu par 'automate ayant pour seul état initial
q.

‘Premier automate.| On remarque que :

L1 =0blLs
Ly = {b}
Ly = {e}
donc L3 = (IL4
L3 = CLL4
Ly = {b} Ualy
Ly =bLyUaly

Par le lemme d’Arden :
Lys=a"b donc Lz =a™b
Donc :

L1UL3:b|a+b:a*b

‘ L’automate reconnait le langage a*b.

Deuxiéme automate.‘ On remarque que :

Ll = bL2 U GL3 Ll = b2L4 U aLS
Ly =0bL

2 4 L3 =b’LyUals
L3 =bLyUaLs donc

Ly = b2L4 UalLsgUalLs

Ly=0blLysUaLsUalLs 9
Ly = {E}Ub LyUalLsUalLs

Ls = {8} UbLs UaLsUalLs

Par le lemme d’Arden Ls = a*b*>L, donc :

L1 =bLyUaa*V?’Ly = a*b’ Ly
Ly =a*b’LyUaLs
Ls = {e} Ua*b*LyUalLs;

Par le lemme d’Arden :
Ly =a" ({5} U a*b2L4> =a*Ua*b’Ly
Donc :
Ly =a*b?Ly U a(a* U a*b2L4) = a*B’LyUat Uatb’Ly = at Ua*b? L,
Par le lemme d’Arden :

Ly = (a*b*)*a™ donc Ly = a*V?(a*b?)*a’ = (a*b*)Ta™

L’automate reconnait le langage (a*b?)*a™

Troisiéme automate.‘ On remarque que :

L ={e}UalLyUbLs

Ly ={e}Ual, UbLy done {Ll ={e}U{a}Ud’Ly UabLy Ub’Ly UbaLy
Ly =bLy Ualy Ly = {b} UbaL; Ub’Ly UabLy Ua’Ly
Ly=0bLyUaLs



Ainsi :
Ly ={e,a} U (a® | b*)L1 U (ab | ba)Ly
Ly = {b} U (ab| ba)L, U (a® | b*)L4

Par le lemme D’Arden :
Ly = (a® | b)*({b} U (ab | ba)L1) = (a® | b*)*b U (a* | b*)*(ab | ba) Ly
Donc :
Ly ={e,a} U (a® | b*)L1 U (ab | ba)(a® | b*)*bU (ab | ba)(a® | b*)*(ab | ba)Ly
= {e,a} U (ab | ba)(a® | B?)"bU | (a® | B*) U (ab | ba)(a® | b%)" (ab | ba)| Ly
Par le lemme d’Arden :

Ly = [(a® | %) U (ab | ba)(a? | b*)*(ab | ba)ﬂ{s,a} U (ab | ba)(a? | b2)*D)

L’automate reconnait le langage [(a,2 | b2) U (ab | ba)(a® | b*)*(ab | ba)r [{5,@} U (ab | ba)(a® | b2)*b}

Exercice 3.

Question 1 — On définit 'automate non déterministe A’ = (Q, {e1}, {ez2},d), alors pour tout u € ¥* :

ue LA e e € A*({e1},u)
S U E Ley e,

Ainsi, £(A") = Le, ¢, qui est bien rationnel.

Question 2 — Soit A = (Q, I, F,d) un automate fini non déterministe qui reconnait L. Avec les notations
de la question [, pour tout w € ¥* :

wel & ey, veX rw=vu,uv €L
Sdpel,3gn €Q,p e F,Iuec ¥, ve ¥ tw=vu,q € A*{q},u),q2o =A"{q1},v)
S dgel, 31 € Q, I € F,Iu € Ly q,,Fv € Ly, o 1 w = VU
< dgoel,3q1 € Q,3q2 € Fow € Lgy g0 - Lyo,

Ainsi :

L= U U U Llh,qz 'qu,ql

q€l 1€Q q2€F

Etant donné que lensemble des langages rationnels est stable par union finie et concaténation, L’ est
rationnel.

Exercice 4.

Supposons par I'absurde que L soit rationnel. Soit n € N* I'entier donné par le lemme de
Iétoile. Alors a™b™ € L1. De plus, par le lemme de 1’étoile, il existe m € N* tel que pour tout k¥ € N :

a" Py € 1y

Pour k = 2, on obtient a™™b" € L; ce qui constitue une contradiction.



Ly = {a,b}"\ L}

Ainsi, si L) est rationnel, alors L est rationnel, ce qui est faux par la question précédente.

Supposons par I'absurde que Lo soit rationnel. Soit n € N* I'entier donné par le lemme de

I'étoile. Alors a™ € Ls. De plus, par le lemme de étoile, il existe m € [1,n] tel que pour tout k € N :

anzfmakm e L2
Pour k = 2, on obtient a™**™ € Ly. Or n2 < n2 +m < (n+1)2, d’ott la contradiction.

Exercice 5. Racine d’un langage

Question 1 —

On a Vab* = @

En effet, supposons par I'absurde qu’il existe u € v/ab*. Alors u? € £ (ab*), c’est & dire qu'il existe n € N
tel que u? = ab™. Ainsi, la premiére lettre de u est un a, et donc u? contient deux fois la lettre a; ce qui
constitue une contradiction.

On a +/(ab)* = (ab)*

Montrons le par double inclusion :
(D) Sl existe n € N tel que u = (ab)™, alors u? = (ab)?" € (ab)* et donc u € \/(ab)*.

(C) Supposons qu'il existe n € N tel que u? = (ab)™.
Supposons par I'absurde que n est impair, alors u est a la fois égal a la premiere moitié de (ab)” et a sa
deuxieme moitié :

u = (ab)"H/2g et u = b(ab)~ D/

On obtient u # u, ce qui constitue une contradiction.
Ainsi, n est pair et donc u = (ab)"/? € 3((@1))*).

Avec le méme genre de raisonnement, on obtient vab*a = a

Question 2 — On a|L C VL2 | En effet, si w € L, alors u?> € L? et donc u € v L2

En revanche,
tient :

I’autre inclusion n’est pas nécessairement vraie ‘ Par exemple avec L = {e,aa}, on ob-

L? = {¢, aa, aaaa} et VL2 ={e,a,aa}



Question 3.a — | Cette implication est vraie. ‘

On suppose que L est rationnel. Soit A = (Q, qo, F', §) un automate fini déterministe tel que L = £ (A)
et §* sa fonction de transition étendue aux mots. En utilisant les notations de ’exercice [ :

wevVLeuw el
& 0" (5*(q0,u),u> €F
< 3dge@,3q € F:6"(qo,u) =q et 6" (qg,u) =q1
SdgeQ, I e F:ucLyqsNLyq

Etant donné que I’ensemble des langages rationnels est stable par union et intersection finie, v/L est ration-
nel :

\F: U U Lgy,q N Lg,g, -

q€EQ 1 €F

Question 3.b — ‘Cette implication est fausse. ‘

Soit L = {a"b” 'n € N} et montrons que VL = {e}. Supposons par I’absurde disposer d’un mot u € XT
avec v € VL. Alors, il existe n € N* tel que uu = a™b™. Ainsi, la premiére lettre de u est un a qui se
décompose donc en u = au’. On obtient au’au’ = a™b", donc au'a est un préfixe de a™ et donc ' ne contient

que des a; ce qui constitue une contradiction.

Exercice 6.

Soit A = (Q,1,F,J) un automate non déterministe qui reconnait L.

Le langage L est rationnel |

On note A 'automate non déterministe dont le graphe est le méme que celui de A sauf que :
— Les états initiaux et finaux de A et A on été échangés.
— La direction des arcs a été inversée.

Formellement A = (Q',I’, F', &) ot :

Q=Q r

et pour tout e; € Q% et tout a € ¥ :

F'=1I

I
=

§'(e1,a) = {62 €EQ:e € 5(62,@)}

Par construction, pour tout (e1,a,ez) € @ x X x @, la transition e; 2 ey apparait dans A si et seulement
si la transition es % e; apparait dans A. Ainsi, pour tout (qo,...,q,) € Q"' et tout (ag,...,a,_1) € X" :

A,ao A,a Aan—1
@oeEl,gneFetqg—q—...¢n-1——qn

Z,(ln,1 Z7an72 Z7‘10
€l qeF etq, In—1 cq1 == o

On en déduit que pour tout w € X* :

w est reconnu par A. < W est reconnu par A.

Les langages Ly et Lo sont rationnels




Pour le montrer, on utilise les notations de l'exercice [3] On remarque que pour tout mot w :

we Ly s ww € L
S3dpnel,3peQ, gz € F:w e Ly, g, €t W E Ly, g5-
S3dpn€el,F3peQ, gz € F:w € Ly, g, et w € Ly, g5-

S weE U U U Lg1,g0 N Lgs,q5

1€l g2€Q g3€F

Le langage situé a droite de I’équivalence est défini par des unions et intersections finies de langages rationnels.
Par les propriétés de stabilités de ’ensemble de langages rationnels, Lo est rationnel.

Pour L, on utilise le méme raisonnement pour montrer que (en réalité L; = VL) :

Ly = U U U Lquqszqmqs

q1€1 g2€Q q3€F

En fonction de L, les langage Ls et L4 peuvent étre rationnels ou non.

Par exemple, si L est le langage rationnel L = Z(a*), alors Ly = Ly = Z((aa)*) qui est rationnel.

En revanche si on prend L = £ (a*b), alors Lg = {a"bba™ : n € N}. Supposons par 1’absurde que L3 soit
rationnel. Soit n € N* 'entier donné par le lemme de 1’étoile. Alors (a™b)? € Ls. De plus, par le lemme de
I’étoile, il existe m € N* tel que pour tout £k € N :

a" M Mba™b € Ly
Pour k = 2, on obtient a”*™ba™b € L3 ce qui constitue une contradiction.

Pour L4, la preuve est similaire avec le mot a”bba".

Exercice 7.

Question 1 — |La quantité M = 2! convient.

* Montrons par récurrence sur |X| que pour tout mot u € X* de longueur |u| > 2!, u admet un facteur
double.

Initialisation. Si [¥] = 1, alors ¥ est réduit & une lettre notée a. Un mot u sur ¥ est de la forme a™ et si
m > 2, alors u est double; d’ou le résultat.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie pour tout alphabet de cardinal n. Soit ¥ un alphabet
de cardinal n 4+ 1 et u € £* un mot de longueur au moins 2 = 2 x 2". Montrons que v admet un facteur
double.

Si u est double, comme u est facteur de lui-méme, la propriété est vérifiée. Sinon, il existe a € X telle
que |u|, = 1. On définit alphabet ¥’ = ¥\ {a} qui est de cardinal n. Alors u est de la forme u = vaw avec
ueY etved. Deplus:

2x2" < |ul =1+ |v| + |w|.

Comme |v| et |w| sont des entiers, on a |v| > 2" ou |w| > 2". Ainsi, par ’hypothese de récurrence, v ou w
admet un facteur double, d’ou le résultat.



*  Montrons par récurrence sur |X| qu'il existe un mot u de longueur |u| = 2121 — 1 tel que u n’admette pas
de facteur double.

Initialisation. Si |X| = 1, alors ¥ est réduit a une lettre notée a. Le mot u = a convient.

Hérédité. Soit X un alphabet tel que la propriété soit vraie, soit a ¢ 3 une nouvelle lettre et ¥/ = X W {a}.
Par I’hypothése de récurrence, il existe un mot u € ¥* tel que |u| = 2151 — 1 qui n’admet pas de facteur
double. Soit v’ = wau, alors |u/| = 21ZI+1 _ 1 = 2/¥'l — 1 et montrons que v’ n’admet pas de facteur double.

Soit v un facteur de «/, alors |v|, € {0,1}. Si |v|, = 1, alors v n’est pas double par définition. Si |v|, = 0,
alors v est un facteur de u et n’est donc pas double par hypotheése de récurrence.

Question 2 — On note ay, ..., a, les lettres de 'alphabet. Pour chaque k € [1,n], on note :

L= (2\ far}) - {ar} - (2\ {ae})

Alors, Ly est ’ensemble de tous les mots contenant exactement une fois la lettre a;. Ainsi L est rationnel
par stabilité de ’ensemble de langages rationnels :

n
L= )"\ L
k=1

Exercice 8. Réciproque du lemme de 1’étoile

Question 1 — Montrons que P(Lg) est vérifiée pour n = 1. Soit u € L tel que |u| = n =1 (c’est & dire que
u # ¢). Soit © = ¢, y le préfixe de taille 1 de u et z le suffixe de taille |u| — 1 de u. On a bien :

u=xyz yF#e lzy| =1 < n.

Pour la derniére propriété, on distingue plusieurs cas :
— Siwu € {b}*, alors y = b (rappel : u est non vide) et z € {b}*. Ainsi, pour tout k € N, zy*z € {b}* C Lo.
— Siu € {a}T{b}*, alors y = a et z € {a}*{b}*. Ainsi, pour tout k € N, zy*z € {a}*{b}* C Lo.
— Siu=0bPa™" avec p > 0 et n € N, alors y = b et z = bP~1a™b™. Ainsi pour tout k € N :

{a}*{b}* CLysik=0etp=1

:L‘ykz _ bk-l—p—lanbn €
L sinon

Question 2 — Supposons par ’absurde que Lg soit rationnel. Par le lemme de Kleene, il existe un automate
fini déterministe A = (Q, qo, F', ) qui reconnait Lg. Soit n = |Q| et u = ba™b"™ € Ly. L’ensemble d’états :

Qo = {5*(QO,bak)vk € [[07”]]}

vérifie Qo C @ et donc |Qp| < n. En d’autres termes, il existe deux entiers (ki, k2) tels que 0 < k1 < ko < n
et :

5*(qo, bakl) = 6"(qo, bakQ)

Si on pose q1 = §*(qo, ba*1) et ga = 5*(qo, ba™b™) € F, alors dans I'automate A :

b(lkl akQ—kl an—k2bn
G — q1 G —q G —— el

Ainsi, 'automate accepte le mot :

bak’l an—k‘z bn — bakl—i-n—kQ bn

C’est une contradiction car k1 — ko < 0.



Exercice 9.

Soit A = (@, qo, F,0) un automate fini déterministe qui reconnait L. On définit A’ = (Q',I', F',d")
I'automate fini non déterministe tel que :

Q' =Q x{0,1} I' = {(q0,0)} F'=F x {1}

Pour tout ¢ € Q et tout a € ¥ :

5((4:0),a) = {(5(¢,),0)} U {(6(¢,0),1) : b € B\ {a} }
5'(((], 1), a) = {(5(q, a), 1)}

Montrons que | Z(A") = L' |.

Soit D(u) I'ensemble des mots qui different de u d’exactement une lettre. En utilisant une récurrence
sur |u|, on peut montrer que si u € X* alors :

A’,u *
(q0,0) —= (¢,0) < ¢ = 6"(qo,u)

Al

VgeQ: {
(90,0) —= (¢,1) & ' € D(u),q = 6*(qo,u’)

Ainsi, pour tout u € X* :

N

ue LA < 3qge F:(q,0) Al (q,1)
s dge F,3u € D(u) : ¢ = 5*(qo,u’)
& 3w € D) v eL
sucl

Exercice 10.

Soit A = (Q, qo, F', §) un automate fini déterministe complet qui reconnait L et ¢, g2, . . ., g, ses différents
états. Notez que n = |Q] et qo € {q1,42,---,qn}-

Idée de la preuve. On construit un automate non déterministe A’ tel que :
— L’ensemble des états de A’ est Q™11
— L’état initial de A’ est (o, q1,---,qn)-

— Un état de 'automate est de la forme (ep, . .., e,). Lors de la lecture d’un mot u, les (n+1) composantes
évoluent de maniere indépendante. La composante d’indice i = 0 simule I’évolution de A sur u, et
chaque composante d’indice i € [1,n] permet de calculer tous les états accessibles a partir de I’état ¢;
dans A.

En d’autres termes, aprés lecture d’'un mot u € ¥*, A’ atteint tous les états de la forme (e, ..., e,)
avec :

ep = 0" (qo,u) et Vi e [1,n] :e; =0"(q,v)
ot v parcourt X/,

Un mot u appartient a %L si et seulement si A’ atteint un état de la forme (eg,eq,...,e,) ol e; € F avec
i € [1,n] lindice tel que ey = g;.

Preuve formelle. Soit A’ = (Q', I, F', ') Pautomate fini non déterministe ou :

3

Q= ' ={(q0,a1, - +an) | Fr=J [{at x Q@' < Fx Q|

=1



et pour tout (eg, e, ...,e,) € Q"L pour tout a € ¥ :
(5’((60,61, . .,en),a) = U {((5(60,(1),5(61,17), . ,5(en,b))}
bex

Notons A’* la fonction de transition étendue aux mots et aux ensembles d’états associée & A’. Par récurrence
sur |u|, on peut montrer que :

A () = | {0 (0,0, 6% (a1,0), 07 (g, ) |

vexlul
Ainsi :
ve LAY A"(I'uNF +
& Jve sl Jie [1,n] : 6* (g0, u) = i, 6% (q;,v) € F
o e 5 (g, uw) e F

1
Sue L
2
En conclusion, A’ reconnait %L qui est donc rationnel.

Exercice 11.

Question 1 — On a :

abdtabb = {ababb, aabbb, ababb, abbab}

ab # abb {a} (b # abb) T {ab} (¢ # abb) —> {ababb}

{aa} (b # bb) {aab} (¢ # bb) —> {aabbb}
{aab} (b # ) {aabb} (¢ # b) —» {aabbb}
{aabb} (b # ) —» {aabbb}
{a} (ab # bb) {aa} (b # bb) —> {aabbb}
{ab} (ab # b) {aba} (b #b) — {ababb}

{abb} (ab # &) — {abbab}

Question 2 — Soient 41 = (Q1,q1, F1,01) et Ay = (Q2,q2, Fa,02) deux automates finis déterministes
reconnaissant L1 et Lo respectivement. On note A = (Q, I, F', §) Pautomate non déterministe ou :

Q=Q1 X Q2 I={(q1,9)} F=F xF
Pour tout (e1,e2) € Q1 X Q2 et tout a € X :

5((er.e).a) = {(Bi(er.a), e2), (ex, Ba(en, )}

Montrons que ’ A reconnalt Li# Lo ‘

Pour tout (fi, f2) € F1 X Fy, une récurrence sur |u| permet de montrer que si u € ¥*, alors pour tout
(e1,e2) € Q2 :

(e1,e2) =5 (f1, f2) & Hur,ua) € T+ [u € witus, fr = 67(er,m), fo = 05 (e, u)]
Ainsi :
we Z(4) & A fo) € A x Fa: (ar.a2) = (f1.fo)
& 3(fr, f2) € Fi x Fy,3(u1,u2) € B [u € witug, fi = 67(q1,w1), fo = 63(qa, ua)]

< Jup € L17E|u2 €Ly:ue ul#uQ
< u € Li#Ls.
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