TD 7 d’option informatique - MP* - Automates finis - 23/01/2025

Exercice 1. Expressions régulieres

1. Montrer que les expressions régulieres e; = (a | b)* et ea = (a*b)*a* sont sémantiquement équivalentes.

2. Soit ¥ = {a,b}. Pour chaque langage L décrit ci-dessous, donner une expression réguliere e telle que
L = Z(e) ainsi qu'un automate déterministe reconnaissant L :

(a) Ly I'ensemble des mots tels que a® n’est pas un facteur de w.
(b) Ly Pensemble des mots u tels que |ul, =0 mod 2.
(c) Le langage L = L1 U Lo.

Exercice 2.

1. Construire les automates de Glushkov associés a ey, es et eg3 :

er1 = (e]ab*)(e]| ba*) eo=cla(@|elalb) al(ale)@e es = (a*bba*)*

2. Construire les expressions régulieres associées aux automates :

Exercice 3.

1. Soit A = (Q, 1, F,d) un automate fini non déterministe et A* la fonction de transition étendue aux
mots et aux ensembles d’états. Montrer que pour tout (e, es) € @Q?, le langage L, ¢, est rationnel :

Leieo = {u EX iep € A*({el},u)}

2. Soit L un langage rationnel. Montrer que le langage L' = {uv Tvu € L} est rationnel.

Exercice 4.

Montrer que ces langages ne sont pas rationnels :

Li={ue{a,b) fulo=luly}  Li={uefab} :|ula#lub}  Lo={a" :neN]

Exercice 5. Racine d’un langage

Soit ¥ un alphabet et L C ¥* un langage. On définit VL = {u ex*:ule L}.

1. Déterminer vab*, \/(ab)* et Vab*a.

2. Comparer L et v L2.

3. (a) Si L est rationnel, /L est-il nécessairement rationnel ?
(b) Si VL est rationnel, L est-il nécessairement rationnel ?



Exercice 6.

Pour tout mot v = wqus...u, € X*, on note 4 = uUpUy_1...u1 le mot u écrit a 'envers. Soit L un
langage rationnel. Parmi les langages suivants, déterminer lesquels sont nécessairement rationnels :

L:{uez*:ﬂeL} le{uEE*:quL} Lzz{uez*:uaeL}

ng{uu:ueL} L4:{uﬂ:ueL}

Exercice 7.

Soit ¥ un alphabet et u € ¥£* un mot. On dit que u est double si pour tout a € X, |ul, = 0 ou |ul, > 2.

1. Déterminer une quantité M € N* telle que :
— Pour tout mot wu, si |u| > M alors u admet un facteur double non vide.
— Il existe un mot u tel que |u| = M — 1 et u n’admet pas de facteur double non vide.

2. Soit L I’ensemble des mots doubles. Le langage L est-il rationnel 7

Exercice 8. Réciproque du lemme de 1’étoile
Etant donné un langage L, on note P(L) la propriété :

P(L) : 1l existe un entier n € N* tel que pour tout u € L, si |u| > n, alors il existe trois mots
x,y, z vérifiant :

u =Yz yF£e lzy] < n VkeN:zykze L.

Rappelons que le “lemme de ’étoile” stipule que si L est rationnel, alors P(L) est vraie. Le but de
I’exercice est de montrer que la réciproque du lemme de 1’étoile est fausse en prenant comme contre-exemple :

Ly ={a}*{b}* U {b”a”bn :peN" ne N}

1. Montrer P(Lyg).

2. Montrer que Lo n’est pas rationnel.

Exercice 9.

Soit L un langage rationnel et L’ ensemble des mots qui different d’un mot de L d’exactement une
lettre. Montrer que L’ est rationnel.

Exercice 10.

Soit L un langage rationnel, montrer que le langage suivant est rationnel :

1 * * _
§L:{UEE .EIUEE,|u|—|v|etuv6L}

Exercice 11.

Soient u et v deux mots. On appelle mélange de u et v, et on note u # v le langage défini par :

u # e = {u} e #v={v} Y(a,b) € X% : au # bv = {a}(u # bv) U {b}(au # v')
1. Déterminer ab # abb
Soient Ly et Ly deux langages. On appelle mélange de Ly et Lo le langage :
Li#L= ) U w#uw
u1€L1 ug€L2

2. Montrer que le mélange de deux langages rationnels est rationnel.
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