TD 5 d’option informatique - MP* - Mots et langages - 14/11/2024

Exercice 1. Mots

1. Soit ¥ = {a, b}. Déterminer les mots sur 3 dont tous les facteurs sont des préfixes.
2. (a) Soient u et v deux mots ayant le méme ensemble de préfixes. u et v sont-ils nécessairement égaux ?
(b) Méme question pour l’ensemble des préfixes propres (ensemble des préfixes différents du mot entier).

3. Soient a, b deux lettres et u un mot tel que au = ub. Montrer que u est d’une certaine forme qu’on précisera.

Exercice 2. Langages

1. Soit 3 un alphabet et L C ¥* un langage.
(a) Montrer que :

[L-Z*:Z*~L:L]<:>{HLOCE*:L:E’VLWZ*}

(b) Montrer que € € L si et seulement si L # @ et L C L- L.
(¢) Montrer que € € L si et seulement si L - X* = ¥*.
2. Soient L; et Ly deux langages finis. Majorer |L; - Lo| en fonction de |Lq| et |La|.

3. Pour tout langage L, on note pref(L) l’ensemble des préfixes des mots de L. Soient L; et Ly deux langages.
Déterminer pref(L; - L)

Exercice 3. Lemme d’Arden

On se place sur 'alphabet ¥ = {a, b} et on s’intéresse aux systemes d’équations (E1), (E2), (E3), (E4) ou les inconnues
sont les X; C X*.

(El):{X1={a,b}-X2 {X1={a}-X1U{b}-X2

Xy = {a}- X, U {b} - X, U{e} B2 X, = (0 X, Uda) - Xo U {e)

X1:{0,}'X4U{b}'X2

Xlz{b}-XgU{a}-Xg XQZ{G}~X3U{I)}'X4
(Eg): ng{b}XJU{a}Xlu{s} (E4)I Xdz{b}X5U{a}X4U{5}
X3 =% X3 X4=%-X,

X5 :{a}-X3U{b}-X4
1. Résoudre (E1), puis (Ej3), puis (Ey4).

2. Résoudre (E3), puis décrire les solutions de maniére simple.

Exercice 4. Mots de Fibonacci
Soit ¥ = {a, b}. Les mots de Fibonacci sont définis par récurrence :
fO :Eafl :a7f2 =b
Yn>1: fn+2 = fn+1 : fn

1. Soit » > 3. Déterminer les deux derniere lettres de f,. Justifier.

2. Pour tout » > 3, on note g,, le mot f,, duquel on a supprimé les deux derniére lettres. Montrer que g, est un
palindrome.

Exercice 5.
Soit u et v deux mots non vides. Montrer que :

Il existe deux mots x, y telsque u =x-yetv=y-x
<
Il existe un mot w tel que u - w = w - v.



Exercice 6. Code sur un alphabet
Soit ¥ un alphabet et L C ¥* un langage. On dit que L est un code sur X lorsque :

Pour tout (p,q) € N?, pour tout x1,...,Zp, Y1,...,Y4 € L,
slzy...xp=y1...yg alorsp=gqet x1 =y1, ..., Tp = Yp.

1. Parmi les langages suivants, déterminer lesquels sont des codes :

L, ={a, ba, bba, baab} Ly = {aa, ab, aab, bba}
L3 = {ab, baa, abba, aabaa} Ly = {b, ab, baa, abaa, acaa}

[\

. Montrer que si ¢ € L, alors L n’est pas un code.

w

. Soit 4 € ¥* un mot non vide. Montrer que {u} est un code.

4. Soient u et v deux mots distincts non vides. Montrer que {u, v} est un code si et seulement si uv # vu.

Exercice 7. Mots de Bruijn

Définition 1. Soit ¥ un alphabet et u = ug...u,—1 un mot non vide. Pour tout ¢ € [0,n — 1] et k € N*, le facteur
circulaire d’indice i et de longueur k de u est le mot :

Uy (3) Ur (i4-1) Ur (i42) « - - Ur(i+k—1)
ot r(j) est le reste dans la division euclidienne de j par n.

Définition 2. Soit k£ € N*. Le mot u = ug...u,_; est un mot de Bruijn d’ordre k si pour tout v € X*, il existe
un unique i € [0,n — 1] tel que v est le facteur circulaire d’indice i et de longueur k de w.

1. Déterminer un mot de Bruijn pour ¥ = {a, b} et k € {1, 2, 3}.

2. Si w est un mot de Bruijn d’ordre k, que vaut |u|?

Notation 3. Pour k € N*, on note Gy, = (X*, Ey,) le graphe orienté dans lequel il existe un arc de u vers v si et
seulement si le suffize de u de longueur k — 1 est un préfize de v.

Théoréme (Théoreme d’Euler). Soit G un graphe orienté fortement connexe (c’est a dire que pour tout couple de
sommets (u,v), il existe un chemin de u vers v et inversement). Alors :

G admet un cycle passant une et une seule fois par chaque arc
=
Pour tout sommet u, le degré entrant de u est égal au degré sortant de u.

3. Expliquer comment utiliser le graphe G, pour construire un mot de Bruijn d’ordre k + 1.

4. Donner un mot de Bruijn d’ordre 4 pour ¥ = {a, b} et d’ordre 2 pour ¥ = {a,b,c}.

Algorithme de Hierholzer. Soit G = (S, A) un graphe orienté admettant un cycle passant une et une seule fois
par chaque arc. Pour construire un tel cycle :

— On choisit un sommet initial so € S et on suit les arcs de G, en s’interdisant de repasser deux fois par le méme
arc. Comme chaque sommet a le méme degré entrant et sortant, lorsque l’algorithme ne peut plus emprunter
d’arcs, le dernier sommet visité est nécessairement sg.

On obtient donc un cycle v entre sg et lui-méme, mais qui n’emprunte pas nécessairement tous les arcs de G.

— Tant qu’il existe un sommet s de v ayant un arc sortant n’ayant pas été emprunté, on construit comme dans
létape précédente un cycle + entre s et lui-méme sans emprunter les arcs de ~.

— Soient 1 et v2 les chemins tels que v =71 + (s) + 72 ol les + représentent des concaténations de chemins. On
recommence ’étape précédente en remplacant v par v +7' + a.

5. A Daide de l’algorithme de Hierholzer, écrire une fonction OCaml qui renvoie un mot de Bruijn d’ordre k € N*
pour lalphabet ¥ = [1;n].
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