DS 2 d’informatique - MPSI - Fonction RATS - 18/12/2024

Consignes :
* Les calculatrices sont interdites. Numérotez vos feuilles et faites apparaitre les questions dans 1’ordre
de I’énoncé.
* Si vous repérez une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez votre composition.
* Attention de ne pas confondre les notions d’« entier » et de « chiffre » :

- Un entier, aussi appelé un « nombre », est un élément de N.
- Un chiffre est un élément de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

1. Introduction

Dans tout le sujet, on s’intéresse a une fonction de N dans N notée RATS dont le nom vient de I’anglais :
Reverse, Add to the original, Then Sort the digits.

Notation 1. Soient

R:N— N, S:N =N, RATS:N — N,

les fonctions définies pour tout n € N par :
— R(n) est l’entier contenant les mémes chiffres que n, mais dans l'ordre inverse.
— S(n) est lentier contenant les mémes chiffres que n, mais dans l’ordre croissant.

— RATS(n) = S(n+ R(n)).

Exemple 2. On a :

R(577862) = 268775, R(174460) = 64471,
S(6985537) = 3556789, 5(10123006) = 11236.
et :
RATS(648724) = S(648724 + R(648724))
= 5(648724 + 427846)
= 5(1076570)
= 15677

1. Calculer RATS(751) et RATS(6876).

Terminons cette introduction avec un programme qui teste si deux listes sont identiques. Cette fonction
pourra étre réutilisée librement dans la suite.

comparer directement les listes avec == ou !=.



2. Fonction RATS en Python

2.a. Fonction R

Le but de cette partie est d’implémenter la fonction R en Python. Pour calculer R(n), nous allons convertir
I’entier n en chaine de caracteres, inverser 'ordre de ses chiffres, puis convertir la chalne de caractéres
obtenue en entier.

3. Soit s une chaine de caracteres et t la chaine de caracteres contenant les mémes caracteres que s, mais
dans ’ordre inverse. Par exemple :

Si s = "Ceci est un test" alors t = "tset nu tse iceC"

(a) Rappeler la syntaxe Python permettant de définir t & partir de s. La réponse attendue est un
programme d’une seule ligne.

(b) Dans cette question, on s’interdit la syntaxe donnée dans la réponse précédente. A Daide de

entrée s et renvoie t. Par exemple :

revStr("Ceci est un test") vaut "tset nu tse iceC"

exemple :

revInt (427846) vaut 648724

2.b. Tri par comptage

Vocabulaire 3. Soit « C: list[int] » une liste d’entiers. On dit que C est une liste de chiffres si tous
ses éléments appartiennent a [0;9].

et False sinon.
(b) Donner en la justifiant la complexité de la fonction estLC.

Définition 4. Soit C une liste de chiffres. On appelle dictionnaire des chiffres de C le dictionnaire « d:
dict[int: int] » tel que:

— Les clés de d sont tous les entiers i € [0 ; 9] présents dans C.

— Pour chaque clé i de 4, la valeur associée a i dans d est le nombre d’occurrences de i dans C.
Exemple 5. Le dictionnaire des chiffres de [1,6,9,0,0,8,6,7,9,6,6,9,8] est :

{1:1, 6:4, 9:3, 0:2, 8:2, 7:1}.

chiffres de C. Si C n’est pas une liste de chiffres, votre fonction déclenchera une erreur.
(b) Donner en la justifiant la complexité de la fonction dictC.

Soit « C: list[int] » une liste de chiffres. Notre objectif est de construire « T: list[int] » la liste triée
contenant tous les entiers non nuls de C. Par exemple :

Si c-=1[1,6,9,0,0,8,6,7,9,6,6,9,8] alors T=[1,6,6,6,6,7,8,8,9,9,9]

Pour cela, on utilise ’algorithme du tri par comptage : le principe est de calculer d = dictC(C), puis d’en
déduire T (c’est a vous de déterminer comment construire T a partir de d).

7. Ecrire une fonction [t::filiciP:T:(:C::1:1:3‘;:]:;1:113]:):—} :1:1:s:t:[:1:n:t:]j qui applique l'algorithme du tri par

comptage sur C. Votre fonction doit renvoyer la liste T et étre la plus efficace possible. On pourra

supposer sans le vérifier que C est une liste de chiffres.



2.c. Fonction S

On souhaite maintenant implémenter la fonction S décrite dans 'introduction. Dans toute cette partie,
on s’interdit les conversions entre chaines de caractéres et entiers.

n. On pourra supposer sans le vérifier que n € N.
Rappel : on s’interdit les conversions entre chaines de caractéres et entiers. Par exemple :

n 0 4 99 48546
int_to_LC(n) | [0] | [4] | [9, 9] | [4, 8, 5, 4, 6]

False sinon. Ici, le terme “croissante” est a prendre au sens large : si e; et e; sont deux éléments
consécutifs de L alors on doit avoir e; < es.

— Si estTriee(C) vaut False, alors LC_to_int déclenche une erreur.
— SiC = [], alors LC_to_int renvoie 0.
— Sinon, LC_to_int renvoie ’entier dont les chiffres sont les éléments de C.

On pourra supposer sans le vérifier que tous les éléments de C appartiennent a [1;9]. Par
exemple :

C ] [4] [9, 9] (4, 8, 5, 4, 6] (4, 4, 5, 6, 8]
LC_to_int(C) | O 4 99 Erreur 44568

n < 0, votre fonction déclenchera une erreur.

3. La suite RATS

3.a. Définitions

Notation 6. Dans cette partie, ko € N est un entier et (un)nen est la suite définie par :

ug = ko
Vn € N:upy1 = RATS(uy)

12. (a) Lorsque ko = 1, calculer wug, uy, ug, us, uq, us.
(b) Lorsque ko = 4446666, calculer u,, pour tout n € N.

Définition 7. Soit 7' € N*. On dit que la suite (u,)nen est ultimement périodique de période T si :
Ing € Ny,Vn 2 ng : untr = Up.-

Remarque 8. La terminologie “ultimement périodique” est synonyme de “périodique a partir d’un certain
rang”.

13. Soit T' € N*. Supposons qu'’il existe un entier m € N tel que u;, = Upy,+p. Montrer que (uy)nen €st
ultimement périodique de période T'.
Dans la suite, on admet que pour tout kg € N, la suite (uy,)nen vérifie un et un seul de ces deux cas :
(cas 1) La suite (up)nen tend vers +oc.

(cas 2) Il existe T' € N* tel que (uyp)nen est ultimement périodique de période T



Exemple 9. Si ky = 3, alors ug = u14 = 444 (voir le tableau ci-dessous). Ainsi, Uy, = Up4+1 avec m = 6 et
T = 8. En vertu de la question la suite (up)pen est ultimement périodique de période 8.

n |01 2] 3|4 S 6 7 8 9 10 11 12 | 13 | 14 | 15
Up | 3| 6|12 | 33 | 66 | 123 | 444 | 888 | 1677 | 3489 | 12333 | 44556 | 111 | 222 | 444 | 888

Définition 10. Soit kp € N et (up)nen la suite associée. On appelle période RATS de ko et on note
P(ko) € N Pentier défini par :

(cas 1) Si (up)nen tend vers +oo, alors P(kg) = 0.

(cas 2) Sinon, P(kg) est le plus petit 7' € N* tel que (up)nen est ultimement périodique de période T

Exemple 11. En reprenant les exemples précédents :
P33)=38 et P(4446666) = 3
14. Calculer P(27).

3.b. Calcul de la période RATS - Version 1

Soit ko € N un entier. Pour déterminer P(kp), on utilise la procédure suivante :
— On part d’un dictionnaire vide d dans lequel on va ajouter successivement les clés ug, u1, us, . ..
— A chaque étape, avant d’ajouter u,, dans d :
- Sin = 1000, la procédure s’arréte et renvoie 0. C’est a dire qu’on considere que P(kg) = 0.
- Sinon, si uy, est déja une clé de d, la procédure s’arréte et calcule P(ky) a I'aide de la question

- Sinon, on ajoute u, dans d en lui associant une valeur bien choisie (c’est & vous de déterminer la
valeur adéquate).

15. A T’aide de la procédure décrite ci-dessus, écrire une fonction TperiodeVljw qui prend en entrée kg € N
L
et renvoie P(kp).

.. r A
16. Ecrire une fonction toutesPeriodes(kO_max: int) -> list [int]J‘ qui renvoie la liste contenant les

P(kp) pour ko Comf;ris entre 0 et kO_max.
Conjecture 12. I est conjecturé (mais ¢a n'a pas été prouvé) que pour tout kg € N :

P(ky) € A avec A=1{0,1,2,3,8,14,18}

min {ko € N : periodeV1(kq) = p}

Si p n’appartient pas a 'ensemble A, votre fonction déclenchera une erreur.

3.c. Calcul de la période RATS - Version 2

La procédure décrite au début de la partie précédente suppose que si les 1000 premiers termes de (uy,)pen
sont différents, alors P(ky) = 0. Cette hypothése étant fausse, notre objectif est de trouver un autre critére
d’arrét pour la fonction periode.

Notation 13. Pour tout m € N vérifiant m > 2, soient a,, € N et b,, € N les entiers :
am =123 ...34444 et bm =556...67777
~—— ~——
m fois m fois

18. Soit kg € N et (up)nen la suite associée. On suppose qu’il existe n € N et m > 2 tels que u,, = a,, ou
Up, = by,. Montrer que P(kg) = 0.

Conjecture 14. I est conjecturé (mais ¢a n'a pas été prouvé) que limplication réciproque de la question
précédente est vraie : si P(kg) =0, alors il existe n € N et m > 2 tels que up = ayy, 0U Uy = by,

prend en entrée kg € N et renvoie P(kg). Bien siir, vous devez exploiter la conjecturéfeitfﬁe pas
utiliser la fonction periodeV1.
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